
  CHÖÔNGV 
 

PHÖÔNG TRÌNH ÑOÁI XÖÙNG THEO SINX, COSX 
 

( ) ( )a sin x cos x bsin x cos x c 1+ + =  

Caùch giaûi  
Ñaët = + ≤t sin x cos x vôùi ñieàu kieän t 2  

Thì t 2 sin x 2 cos x
4 4
π π⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

Ta coù : ( )2t 1 2sin x cos x neân 1 thaønh= +  

( )2bat t 1 c
2

+ − =  

2bt 2at b 2c 0⇔ + − − =  
Giaûi (2) tìm ñöôïc t, roài so vôùi ñieàu kieän t 2≤  

 giaûi phöông trình π⎛ ⎞+ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

2 sin x t
4

  ta tìm ñöôïc x 

Baøi 106 : Giaûi phöông trình ( )2 3sin x sin x cos x 0 *+ + =  

(*) ( ) ( )2sin x 1 sin x cos x 1 sin x 0⇔ + + − =  

( ) ( )⇔ + = + − =1 sin x 0 hay sin x cos x 1 sin x 0  

( )
( )

sin x 1 1
sin x cos x sin x cos x 0 2

= −⎡
⇔ ⎢

+ − =⎢⎣
 

( ) ( )

( )
2

1 x k2 k Z
2

Xeùt 2 : ñaët t sin x cos x 2 cos x
4

ñieàu kieän t 2 thì t 1 2sin x cos x

π
• ⇔ = − + π ∈

π⎛ ⎞• = + = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

≤ = +

 

Vaäy (2) thaønh 
2t 1t 0
2
−

− =  

( )

2t 2t 1 0

t 1 2

t 1 2 loaïi

⇔ − − =

⎡ = −
⇔ ⎢

= +⎢⎣

 

Do ñoù  ( 2 ) ⇔ 2 cos x 1 2
4
π⎛ ⎞− = −⎜ ⎟

⎝ ⎠
 



        

π⎛ ⎞⇔ − = − = ϕ < ϕ <⎜ ⎟
⎝ ⎠

π
⇔ − = ±ϕ + π ∈ ϕ = −

π
⇔ = ± ϕ + π ∈ ϕ = −

2cos x 1 cos vôùi 0 2
4 2

2x h2 , h , vôùi cos
4 2

2x h2 , h , vôùi cos
4 2

π

1

1

 

 

Baøi 107 : Giaûi phöông trình ( )3 3 31 sin x cos x sin2x *
2

− + + =  

( ) ( ) ( ) 3* 1 sin x cos x 1 sin x cos x sin2x
2

⇔ − + + − =  

Ñaët t sin x cos x 2 sin x
4
π⎛ ⎞= + = +⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

Vôùi ñieàu kieän t 2≤  

Thì  2t 1 2sin xcos= + x

Vaäy (*) thaønh : ( )
2

2t 1 31 t 1 t 1
2 2

⎛ ⎞−
− + − = −⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

( ) ( )

( ) ( )
( )

2 2

3 2

2

2 t 3 t 3 t 1

t 3t 3t 1 0

t 1 t 4t 1 0

t 1 t 2 3 t 2 3 loaïi

⇔ − + − = −

⇔ + − − =

⇔ − + + =

⇔ = ∨ = − + ∨ = − −

 

vôùi t = 1 thì 1sin x sin
4 42
π π⎛ ⎞+ = =⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

π π π π
⇔ + = = π ∨ + = + π ∈

π
⇔ = π ∨ = + π ∈

3x k2 x k2 , k
4 4 4 4

x k2 x k2 , k
2

 

vôùi π −⎛ ⎞= − + = =⎜ ⎟
⎝ ⎠

3 2t 3 2 thì sin x sin
4 2

ϕ  

π π −
⇔ + = ϕ + π ∨ + = π − ϕ + π ∈ =

π π −
⇔ = ϕ − + π ∨ = − ϕ + π ∈ = ϕ

3 2x m2 x m2 ,m , vôùi s
4 4 2

3 3x m2 x m2 ,m , vôùi sin
4 4 2

ϕin

2
 

Baøi 108 :Giaûi phöông trình ( ) ( )2 sin x cos x tgx cot gx *+ = +  

Ñieàu kieän  
sin x 0

sin2x 0
cos x 0

≠⎧
⇔ ≠⎨ ≠⎩

Luùc ñoù (*) ( ) sin x cos x2 sin x cos x
cos x sin x

⇔ + = +  



( )
2 2sin x cos x 12 sin x cos x
sin x cos x sin x cos x

+
⇔ + = =  

Ñaët t sin x cos x 2 sin x
4
π⎛ ⎞= + = +⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

Thì = + ≤ ≠2 2t 1 2sin x cos x vôùi t 2 vaø t 1  

(*) thaønh 2
22t

t 1
=

−
 

32t 2t 2 0⇔ − − =  
(Hieån nhieân t  khoâng laø nghieäm) 1= ±

( ) ( )

( )

2

2

t 2 2t 2t 2 0

t 2

t 2t 1 0 voâ nghieäm

⇔ − + + =

⎡ =
⇔ ⎢

+ + =⎢⎣

 

Vaäy ( ) ⇔* 2 sin x 2
4
π⎛ ⎞+ =⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

π⎛ ⎞⇔ + =⎜ ⎟
⎝ ⎠
π π

⇔ + = + π ∈

π
⇔ = + π ∈

sin x 1
4

x k2 , k
4 2

x k2 , k
4

 

 
Baøi 109 : Giaûi phöông trình ( ) ( ) ( )3 cot gx cos x 5 tgx sin x 2 *− − − =  

Vôùi ñieàu kieän sin , nhaân 2 veá phöông trình cho sinxcosx  thì : 2x 0≠ 0≠
( ) ( ) ( )⇔ − − − =2 2* 3cos x 1 sin x 5sin x 1 cos x 2sin x cos x  

( ) ( )
( ) ( )

( ) (
( )
( )

⇔ − − − = −

⇔ − + − − +⎡ ⎤ ⎡⎣ ⎦ ⎣
⇔ − + − − +

+ − =⎡
⇔ ⎢

− =⎢⎣

2 23cos x 1 sin x 5sin x 1 cos x 5sin x cos x 3sin x cos x

3cos x cos x 1 sin x sin x 5sin x sin x 1 cos x cos x 0

3cos x cos x sin x cos x sin x 5sin x sin x sin x cos x cos x 0

sin x cos x sin x cos x 0 1
3cos x 5sin x 0 2

)
=⎤⎦

=  

( Ghi chuù:    A.B + A.C = A.D ⇔  A = 0  hay B + C = D ) 

Giaûi (1) Ñaët t sin x cos x 2 sin x
4
π⎛ ⎞= + = +⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

Thì  vôùi ñieàu kieän : 2t 1 2sin xcos= + x t 2 vaø t 1≤ ≠ ±  

(1) thaønh : 
2

2t 1t 0 t 2t
2
− 1 0− = ⇔ − − =  

( )
( )

t 1 2 loaïi do t 2

t 1 2 nhaän so vôùi ñieàu kieän

⎡ = + ≤
⎢⇔
⎢ = −⎣

 



Vaäy ( )1 2sin x sin 0 2
4 2
π −⎛ ⎞+ = = α < α < π⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

π π⎡ ⎡+ = α + π = α − + π⎢ ⎢
⇔ ⇔⎢ ⎢

π π⎢ ⎢+ = π − α + π ∈ = − α + π ∈⎢ ⎢⎣ ⎣

x k2 x k2
4 4

3x k2 , k x k2 ,
4 4

k
 

( ) ( )⇔ = = β ⇔ = β + π ∈ < β < π
32 tgx tg x h , h vôùi 0
5

 

 
Baøi 110 : Giaûi phöông trình 

( ) ( )3 2
2

3 1 sin x x3tg x tgx 8cos *
4 2cos x

+ π⎛ ⎞− + = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

Ñieàu kieän :  cosx 0 sin x 1≠ ⇔ ≠ ±

Luùc ñoù : (*) ( ) ( )( )2 2tgx 3tg x 1 3 1 sin x 1 tg x 4 1 cos x
2

⎡ ⎤π⎛ ⎞⇔ − + + + = + −⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
 

( )4 1 sin x= +  

( ) ( ) ( )
( )( )
( )( )

( )
( )

2 2

2

2

2

tgx 3tg x 1 1 sin x 3 1 tg x 4 0

3tg x 1 tgx 1 sin x 0

3tg x 1 sin x cos x sin x cos x 0

3tg x 1 1

sin x cos x sin x cos x 0 2

⎡ ⎤⇔ − + + + −⎣ ⎦

⇔ − + + =

⇔ − + + =

⎡ =
⇔ ⎢

+ + =⎢⎣

=

 

( )

2 1 3(1) tg x tgx x
3 3 6

Giaûi 2 ñaët t sin x cos x 2 sin x
4

π
• ⇔ = ⇔ = ± ⇔ = ± + πk

π⎛ ⎞• = + = ⎜ ⎟
⎝ ⎠

+
 

Vôùi ñieàu kieän t 2 vaø t 1≤ ≠ ±  

Thì  2t 1 2sin x cos x= +

(2) thaønh : 
2

2t 1t 0 t 2t 1
2
− 0+ = ⇔ + − =  

( )
( )

t 1 2 loaïi doñieàu kieän t 2

t 1 2 nhaän so vôùi ñieàu kieän

⎡ = − − ≤
⎢⇔
⎢ = − +⎣

 

Vaäy 2 1sin x sin
4 2
π −⎛ ⎞+ = =⎜ ⎟

⎝ ⎠
ϕ  

x k2 ,k x k2 ,k
4 4

3x k2 ,k x k2 ,
4 4

π π⎡ ⎡+ = ϕ + π ∈ = ϕ − + π ∈⎢ ⎢
⇔ ⇔⎢ ⎢

π π⎢ ⎢+ = π − ϕ + π ∈ = − ϕ + π ∈⎢ ⎢⎣ ⎣

¢ ¢

¢ ¢k
 

 



Baøi 111 : Giaûi phöông trình ( )− = − +3 32sin x sin x 2 cos x cosx cos2x *  

( ) ( ) ( )3 3 2 2* 2 sin x cos x sin x cos x sin x cos x 0⇔ − − − + − =  

( ) ( )
( )

( )

sin x cosx 0 hay 2 1 sin x cosx 1 sin x cosx 0

sin x cosx 0 1

sin x cosx sin 2x 1 0 2

⇔ − = + − + + =

− =⎡
⇔ ⎢

+ + + =⎢⎣

 

( )

( )

1 tgx 1

x k ,k
4

xeùt 2 ñaët t sin x cosx 2 cosx x
4

• ⇔ =

π
⇔ = + π ∈

π⎛ ⎞• = + = ⎜ ⎟
⎝ ⎠

¢

−

 

Vôùi ñieàu kieän : t 2≤  
2t 1 sin 2x= +  

( ) ( )2Vaäy 2 thaønh t t 1 1 0+ − + =  

( )t t 1 0 t 0 t 1⇔ + = ⇔ = ∨ = −  

Khi t = 0 thì cos x 0
4
π⎛ ⎞− =⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

( )x 2k 1 , k
4 2
3x k ,k
4

π π
⇔ − = + ∈

π
⇔ = + π ∈

¢

¢
 

Khi 1 3t 1 thì cos x cos
4 42
π π⎛ ⎞= − − = − =⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

3x k2 , k
4 4

x k2 hay x k2 , k
2

π π
⇔ − = ± + π ∈

π
⇔ = π + π =− + π ∈

¢

¢
 

 
Baøi 112 : Giaûi phöông trình 

( )2 3 4 2 3 4sin x sin x sin x sin x cosx cos x cos x cos x *+ + + = + + +  

 
Ta coù : (*) 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

2 2 3 3 4 4sin x cosx sin x cos x sin x cos x sin x cos x 0

sin x cosx 0 hay 1 sin x cosx 1 sin x.cosx sin x cosx 0

⇔ − + − + − + − =

⇔ − = + + + + + + =

( )
( ) ( )

sin x cosx 0 1

2 sin x cosx sin x cosx 2 0 2

− =⎡
⇔ ⎢

+ + + =⎢⎣
 

Ta coù : (1)  tgx 1⇔ =

x k , k
4
π

⇔ = + π ∈¢  



Xeùt (2) : ñaët t sin x cos x 2 cos x
4
π⎛ ⎞= + = −⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

Vôùi ñieàu kieän t 2≤  

Thì  2t 1 2sin x cos x= +

(2) thaønh 
2t 12t 2 0
2
−

+ + =  

( )

2t 4t 3 0
t 1 t 3 loaïi

⇔ + + =

⇔ = − ∨ = −
 

khi t = -1 thì 1 3cos x cos
4 42
π π⎛ ⎞− = − =⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

3x k2 , k
4 4

3x k2 ,
4 4

x k2 ,k

x k2 , k
2

π π⎡ − = + π ∈⎢
⇔ ⎢

π π⎢ − = − + π ∈⎢⎣
= π + π ∈⎡

⎢⇔ π⎢ = − + π ∈
⎣

¢

¢

¢

¢

k
 

 
Baøi 113 : Giaûi phöông trình ( ) ( )− + − =2 3 3tg x 1 sin x cos x 1 0 *  

Ñieàu kieän :  cosx 0 sin x 1≠ ⇔ ≠ ±

Luùc ñoù (*) ( )
2

3 3
2

sin x 1 sin x cos x 1 0
cos x

⇔ − + − =  

( )( ) ( )( )
( )( )

( )( ) ( )( )

2 3 3 2

2 2

1 cos x 1 sin x 1 cos x 1 sin x 0

1 cosx 1 sin x 0

hay 1 cosx 1 sin x sin x 1 cosx cos x 1 sin x 0

⇔ − − − − − =

⇔ − − =

+ + + − + + +

( )
( )

2 2 2 2

cos x 1 nhaän do ñieàu kieän

sin x 1 loaïi do ñieàu kieän

sin x sin x cosx cos x sin x cos x 0

⎡ =
⎢

⇔ =⎢
⎢

+ − − =⎢⎣

=

 

( )2 2

cos x 1

sin x cos x sin x cos x sin x cos x 0

=⎡
⇔ ⎢ − + − =⎣

 

cosx 1
sin x cosx 0 hay sin x cosx sin x cosx 0

=⎡
⇔ ⎢ − = + + =⎣

 

cosx 1 tgx 1
sin x cosx sin x cosx 0

= ∨ =⎡
⇔ ⎢ + + =⎣

 

x k2 , k

x k , k
4

sin x cos x sin x cos x 0

= π ∈⎡
⎢ π⎢⇔ = + π ∈
⎢
⎢ + + =⎣

¢

¢  



xeùt pt s   in x cosx sin x cosx 0+ + =
ñaët 

( )t sin x cos x 2 cos x x ñieàu kieän t 2 vaø t 1
4
π⎛ ⎞= + = − ≤ ≠ ±⎜ ⎟

⎝ ⎠
2t 1 2sin x cos x⇒ = +  

Ta ñöôïc phöông trình 
2

2t 1t 0 t 2t 1
2
−

+ = ⇔ + − = 0  

( )
( )

t 1 2 loaïi

t 1 2 nhaän so vôùi ñk

⎡ = − −
⎢⇔
⎢ = − +⎣

 

Vaäy 2 1co  s x cos
4 2
π −⎛ ⎞− = = ϕ⎜ ⎟

⎝ ⎠

x k2 , k x k2 ,
4 4
π π

⇔ − = ±ϕ + π ∈ ⇔ = ± ϕ + π ∈¢ ¢k  

 
Baøi 114 : Cho phöông trình ( ) ( )m sin x cosx 1 1 sin 2x *+ + = +  

Tìm m ñeå phöông trình coù nghieäm thuoäc ñoaïn 0,
2
π⎡ ⎤

⎢ ⎥⎣ ⎦
 

Ñaët  t sin x cos x 2 sin x
4
π⎛= + = −⎜

⎝ ⎠
⎞
⎟ , ñieàu kieän t 2≤  

Thì  2t 1 sin 2= + x
Vaäy (*) thaønh :  ( ) 2m t 1 t+ =

Neáu 30 x thì x
2 4 4 4
π π π

≤ ≤ ≤ + ≤
π  

Do ñoù 2 sin x 1
2 4

π⎛ ⎞≤ +⎜ ⎟
⎝ ⎠

≤  

1 t 2⇔ ≤ ≤  
ta coù  ( ) 2m t 1 t+ =

2tm
t 1

⇔ =
+

 (do t = -1 khoâng laø nghieäm cuûa phöông trình) 

Xeùt 
2ty treân 1,

t 1
⎡ ⎤= ⎣ ⎦+

2  

Thì 
( )

2

2

t 2ty ' 0 t 1, 2
t 1
+ ⎡ ⎤= > ∀ ∈⎣ ⎦+

 

Vaäy y taêng treân 1, 2⎡ ⎤
⎣ ⎦  

Vaäy (*) coù nghieäm treân ( ) ( )1, y 1 m y 2
2
π⎡ ⎤ ⇔ ≤ ≤⎢ ⎥⎣ ⎦

 

( )⇔ ≤ ≤ −
1 m 2 2 1
2

 

 
 



 
Baøi 115 : Cho phöông trình ( )3 3cos x sin x m sin x cosx *+ =  

 a/ Giaûi phöông trình khi m 2=  
 b/ Tìm m  ñeå (*) coù nghieäm 

Ta coù : (*) ( )( )cosx sin x 1 sin x cosx msin x cosx⇔ + − =  

Ñaët t sin x cos x 2 cos x x
4
π⎛ ⎞= + = −⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

Vôùi ñieàu kieän ( )t 2≤  

Thì  2t 1 2sin x cos x= +

Vaäy (*) thaønh 
2 2t 1 t 1t 1 m
2 2

⎛ ⎞ ⎛− −
− =⎜ ⎟ ⎜

⎝ ⎠ ⎝

⎞
⎟
⎠

 

( ) ( )2 2t 3 t m t 1⇔ − = −  

a/ Khi m = 2  ta coù phöông trình 

( ) ( )( )2 2t 3 t 2 t 1− = −  

( )( )
3 2

2

t 2t 3t 2 0

t 2 t 2 2t 1 0

t 2 hay t 2 1 hay t 2 1( loaïi )

⇔ + − − =

⇔ − + + =

⇔ = = − + = − −

 

Vaäy cos x x 1 x k2 , k x k2 , k
4 4 4
π π π⎛ ⎞• − = ⇔ − = π ∈ ⇔ = + π⎜ ⎟

⎝ ⎠
¢ ¢∈  

        

1 2cos x cos
4 2

x k2 ,k x k2 ,
4 4

π −⎛ ⎞• − = = α⎜ ⎟
⎝ ⎠
π π

⇔ − = ±α + π ∈ ⇔ = ± α + π ∈¢ ¢k
 

b/ Xeùt phöông trình ( ) ( )( )2 2t 3 t k t 1 **− = −  

Do  khoâng laø nghieäm cuûa (**) neân t = ±1

( )
3

2

3t t** m
t 1
−

⇔ =
−

 

Xeùt ( ) { }
3

2

3t ty C treân 2, 2 \
t 1
− ⎡ ⎤= −⎣ ⎦−

1±  

Ta coù 
( )

4

22

t 3y ' 0 t 1
t 1

− −
= < ∀ =

−
±

)

 

 suy ra  y giaûm  vaø  (treân 1,1−

   lim , lim
x x

y y
+ −→ − →

= +∞ =−∞
1 1

Do ñoù ( ) { }treân 1,1 2, 2 \ 1⎡ ⎤− ⊂ − ±⎣ ⎦ ta coù 

(d) y = m caét (C) 
3

2

3t ty vôùi m
t 1
−

= ∀
−

R∈  

Vaäy (*) coù nghieäm  m R∀ ∈



 
 
Baøi 116 : Cho phöông trình 

( ) ( )1 1 1m sin x cos x 1 tgx cot gx 0
2 sin x cos x
⎛ ⎞+ + + + + + =⎜ ⎟
⎝ ⎠

*  

a/ Giaûi phöông trình khi 1m
2

=  

b/ Tìm m ñeå (*) coù nghieäm treân 0,
2
π⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 Vôùi ñieàu kieän  si ta coù n 2x 0≠

 (*) ( ) 1 sin x cos x 1 1m sin x cos x 1 0
2 cos x sin x sin x cos x
⎛ ⎞⇔ + + + + + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

=  

( ) ( )
( )
( ) ( )

( )
( )

2

m sin 2x sin x cos x sin 2x 1 cos x sin x 0

m sin 2x sin x cos x sin 2x 1 cos x sin x 0

m sin 2x sin x cos x sin x cos x sin x cos x 0

sin x cos x 0 1

m sin 2x sin x cos x 1 0 2

⇔ + + + + +

⇔ + + + + + =

⇔ + + + + +

⎡ + =
⇔ ⎢

+ + + =⎢⎣

=

=  

Xeùt (2) ñaët t sin x cos x 2 cos x
4
π⎛ ⎞= + = −⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

Thì  2t 1 sin 2= + x
Do sin 2x 0 neân t 2 vaø t 1≠ ≤ = ±  

Vaäy (*) thaønh :  ( )2

t 0

m t 1 t 1 0

=⎡
⎢

− + + =⎢⎣
( )

( )
t 0 nhaän so ñieàu kieän

m t 1 1 0 ( do t 1)

⎡ =
⇔ ⎢

− + = ≠ −⎢⎣
 

a/ Khi 1m  thì ta ñöôïc : 
2

=

( )
t 0

t 1 loaïi do ñieàu kieän

=⎡
⎢ =−⎢⎣

 

Vaäy sinx + cosx = 0 
tgx 1

x k ,k
4

⇔ = −
π

⇔ = − + π ∈¢
 

b/ Ta coù : 0 x x
2 4 4
π π π

< < ⇔ − < − <
4
π  

Luùc ñoù 

 2 cos x 1 1 t 2
2 4

π⎛ ⎞< − ≤ ⇒ < ≤⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

(t 0 1, 2 ⎤= ∉ ⎦  Do 



Neân g ta xeùt phöôn  trình : ( ) ( )m t 1 1 0 **− + =  

( )** mt m 1⇔ = −  
1t 1
m

⇔ = −  (do m  0 thì (**) voâ nghieäm) 

Do ñoù : yeâu

 =

 caàu baøi toaùn 11 1 2⇔ < − ≤  
m

1 m 00⎧ <⎧− >
m 1m 2 111 2 1 2m

m 2 1

⎪⎪ ⎪⇔ ⇔⎨ ⎨ ≤ = − −⎪ ⎪− ≤ −⎩⎪⎩

⇔ ≤− −

 

 

Baøi 117 : Cho ( ) ( )= + + − +32f x cos 2x 2 sin x cosx 3sin2x m  

a/ Giaûi phöông trình f(x) = 0 khi m = -3 
b/ Tính theo m giaù trò lôùn nhaát vaø giaù trò nhoû nhaát cuûa f(x) 
    Tìm m cho ( )f x 36 x R≤ ∀ ∈⎡ ⎤⎣ ⎦  

2

( )t x⎛ ⎞= sin x cos x 2 cos ñieàu kieän t 2
4
π

+ = − ≤⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

x

Ñaët 

Thì 2t 1 sin 2= +  

Vaø ( )22 2 2 4cos 2x 1 si 22x 1 t 1 t 2t= − = − − = − +  n

Vaäy ( ) ( ) ( )4 2 3 2f x thaønh g t t 2t 2t 3 t 1 m= − + + − − +  

a/ Khi m = -3 thì g(t) = 0 

t 0 t 1⇔ = ∨ =
vaäy khi m = -3 thì f( ) = 0 

( )t t 2t 1 0⇔ − − + =
 

2 2

x

( )

1cos x 0 hay cos x
4 4
π⎛ ⎞ ⎛⇔ − =⎜ ⎟ ⎜

⎝ ⎠ 2

x 2k 1 hay x k2 , k
4 2 4 4

π ⎞− =⎟
⎝ ⎠

π π π π
⇔ − = + − = ± + π ∈¢

 

        3x k
4
π

⇔ = + π  hay x k2 x k2 , k
2
π

= + π ∨ = π ∈ ¢  

b/ Ta  ( ) ( )coù g 3 2 2' t 4t 6t 2t 2t 2t 3t 1= − + − = − − +  

Vaäy 
( )g '⎧⎪ t 0 1t 0 t 1 t

2t 2, 2

=
⇔ = ∨ = ∨ =⎨ ⎡ ⎤∈ −⎪ ⎣ ⎦

 

Ta coù : 

⎩

( ) ( ) 1 47g 0 3 m g 1 , g m
2 16

⎛ ⎞= + = = +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

( ) ( )g 2 = 4 2 3 m, g 2 m 3 4 2− + = − −  



Vaäy : ( ) ( )
t 2 , 2x

Maxf x Max g t m
⎡ ⎤∈ −∈ ⎣ ⎦

= =
¡

3+  

( ) ( )
t 2 , 2x R

Minf x Min g t m 3 4 2
⎡ ⎤∈ −∈ ⎣ ⎦

= = − −  

Do ñoù :  ( ) ( )2
f x 36, x R 6 f x 6, x R≤ ∀ ∈ ⇔ − ≤ ≤ ∀ ∈⎡ ⎤⎣ ⎦

( )
( )

R

R

Max f x 6

Min f x 6

m 3 6

m 3 4 2 6

≤⎧⎪⇔ ⎨
≥ −⎪⎩

+ ≤⎧⎪⇔ ⎨
− − ≥⎪⎩ −

 

           4 2 3 m 3⇔ − ≤ ≤  
Caùch khaùc : Ta coù ( ) ( ) ( ) 22 2g t t t 2t 1 3 m t t 1 3 m⎡ ⎤= − − + + + = − − + +⎣ ⎦  

Ñaët  2u t t= −

Khi 1t 2, 2 thì u ,2 2
4

⎡ ⎤⎡ ⎤∈ − ∈ − + =⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦
D  

Vaäy ( ) ( ) 2g t h u u 3 m= = − + +  

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
R u Dt 2 , 2

R t 2 , 2 u D

Max f x Max g t Max h u m 3

Min f x Min g t Min h u m 3 4 2

∈⎡ ⎤∈ −⎣ ⎦

⎡ ⎤∈ − ∈⎣ ⎦

= = = +

= = = − −
 

 
Chuù yù 1 : Phöông trình giaû ñoái xöùng 
( ) ( )a sin x cosx b sin x cosx 0− + =  

ñaët t = sinx – cosx 

thì t 2 sin x 2 cos x
4 4
π π⎛ ⎞ ⎛= − = −⎜ ⎟ ⎜

⎝ ⎠ ⎝
⎞+ ⎟
⎠

 

vôùi ñieàu kieän 2t 2 thì t 1 2sin x cos≤ = − x  

 
Baøi 118 : Giaûi phöông trình ( )2sin x cot gx 2sin2x 1 *+ = +  

Ñieàu kieän :  sin x 0 cosx 1≠ ⇔ = ±

Luùc ñoù (*) cos x2sin x 4sin x cos x 1
sin x

⇔ + = +

=

 

( )
( ) ( ) ( )

( )
( )
( )

⇔ + = +

⇔ − − − =

⇔ − − − +

⇔ − = − + =

− =⎡
⇔ ⎢

− − =⎢⎣

2 2

2 2

2sin x cos x 4 sin x cos x sin x

2sin x sin x cos x 4 sin x 1 0

sin x 2sin x 1 cos x 2sin x 1 2sin x 1 0
2sin x 1 0 hay sin x cos x 2sin x 1 0

2sin x 1 0 1
sin x cos x sin 2x 0 2

 



( ) ( )• ⇔ =
1Ta coù 1 sin x nhaän do sin x 0
2

≠  

π π
⇔ = + π ∨ = + π ∈

5x k2 x k2 , k
6 6

 

( ) π⎛ ⎞• = − = ⎜ ⎟
⎝ ⎠

Xeùt 2 Ñaët t sin x cos x 2 sin x
4

−  

Vôùi ñieàu kieän ≤ ≠t 2 vaø t ± 1

x

0

 

Thì  2t 1 sin2= −
Vaäy (2) thaønh :  ( )2t 1 t 0− − =

2t t 1⇔ + − =  

( )1 5 1 5t t
2 2

− + − −
⇔ = ∨ = loaïi  

Do ñoù : ( )1 52 sin x nhaän do t 2 vaø t 1
4 2
π − +⎛ ⎞− = ≤ ≠ ±⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

π −⎛ ⎞⇔ − = =⎜ ⎟
⎝ ⎠

5 1sin x sin
4 2 2

ϕ  

π⎡ − = ϕ + π ∈⎢
⇔ ⎢

π⎢ − = π − ϕ + π ∈⎢⎣

x k2 , k
4

x k2 ,
4

k
 

π⎡ = ϕ + + π ∈⎢
⇔ ⎢

π⎢ = − ϕ + π ∈⎢⎣

x k2 , k
4

5x k2 ,
4

k
 

 
Baøi 119 : Giaûi phöông trình 

( ) ( ) ( )cos2x 5 2 2 cos x sin x cos x *+ = − −  

Ta coù : ( )  ( ) ( ) (2 2* cos x sin x 5 2 2 cos x sin x cos x⇔ − + = − − )
( ) ( ) ( )sin x cos x 2 2 cos x sin x cos x 5 0⇔ − − + + −⎡ ⎤⎣ ⎦ =  

( )[ ]sin x cos x sin x cos x 4 5 0⇔ − − + − =  

Ñaët t sin x cos x 2 sin x
4
π⎛ ⎞= − = −⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

Vôùi ñieàu kieän t 2≤  

(*) thaønh : ( )t t 4 5 0+ − =  

( )

2t 4t 5 0
t 1 t 5 loaïi

⇔ + − =

⇔ = ∨ = −
 

Vaäy ( )* ⇔
1sin x sin

4 42
π π⎛ ⎞− = =⎜ ⎟

⎝ ⎠
 



π π π π
⇔ − = + π ∨ − = + π ∈

π
⇔ = + π ∨ = π + π ∈

3x k2 x k2 , k
4 4 4 4

x k2 x k2 , k
2

 

 
Baøi 120 : Giaûi phöông trình ( )3 3cos x sin x cos2x *+ =  

Ta coù (*) ( ) ( ) 2 2cos x sin x 1 sin x cos x cos x sin x⇔ + − = −  

( )
( )

⇔ + = − = −

+ =⎡
⇔ ⎢

− − + =⎢⎣

cos x sin x 0 hay 1 sin x cos x cosx sin x
sin x cos x 0 1
sin x cos x sin x cos x 1 0 2

 

Ta coù :  ( )1 tgx⇔ = −1
π

⇔ = − + π ∈x k , k
4

 

Xeùt (2) ñaët t sin x cos x 2 sin x
4
π⎛ ⎞= − = −⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

Vôùi ñieàu kieän t 2≤  

Thì  2t 1 2sin xcos= − x

(2) thaønh 
2

21 tt 1 0 t 2t 1
2
−

− + = ⇔ + + 0=  

t 1⇔ = −  

vaäy  (2)⇔  1sin x sin
4 42
π π⎛ ⎞ ⎛− = − = −⎜ ⎟ ⎜

⎝ ⎠ ⎝
⎞
⎟
⎠

 

π π⎡ = π ∈− = − + π ∈ ⎡⎢ ⎢⇔ ⇔⎢ π⎢π π = + π ∈⎢ − = + π ∈ ⎣⎢⎣

x k2 , kx k2 , k
4 4 35 x k2 , kx k2 , k 24 4

 

 
Baøi 121 : Cho phöông trình ( )3 3cos x sin x m 1− =  

a/ Giaûi phöông trình (1) khi m = 1 baèng caùch ñaët aån phuï t c  osx sin x= −

b/ Tìm m sao cho (1) coù ñuùng hai nghieäm x ,
4 4
π π⎡ ⎤∈ −⎢ ⎥⎣ ⎦

 

Ta coù (1) ( ) ( )cos x sin x 1 sin xcosx m⇔ − + =  

Ñaët t cos x sin x 2 cos x
4
π⎛ ⎞= − = +⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

Vôùi ñieàu kieän t 2≤  

Thì  2t 1 2sin xcos= − x

Vaäy (1) thaønh : 
21 tt 1 m

2
⎛ ⎞−

+ =⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

( ) ( )2t 3 t 2m 2⇔ − =  



a/ Khi m = 1 thì (2) thaønh 3t 3t 2 0− + =  
( ) ( )

( )

2t 1 t t 2 0

t 1 t 2 loaïi

⇔ − + − =

⇔ = ∨ = −
 

Vaäy π π π⎛ ⎞+ = ⇔ + = ± + π ∈⎜ ⎟
⎝ ⎠

2cos x x k2 , k
4 2 4 4

 

π
⇔ = π ∨ = − + π ∈x k2 x k2 , k

2
 

b/ Neáu x ,
4 4
π π⎡ ⎤∈ −⎢ ⎥⎣ ⎦

thì 0 x
4 2
π π

≤ + ≤  

neân 0 cos x 1
4
π⎛ ⎞≤ +⎜ ⎟

⎝ ⎠
≤  

0 t 2 cos x 2
4
π⎛ ⎞⇔ ≤ = + ≤⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

nhaän xeùt raèng vôùi moãi t tìm ñöôïc treân 0, 2⎡ ⎤
⎣ ⎦  

ta tìm duy nhaát moät x ,
4 4
π π⎡ ⎤∈ −⎢ ⎥⎣ ⎦

 

xeùt ( ) 3f t t 3t treân 0, 2⎡ ⎤= − + ⎣ ⎦  

( ) 2f ' t 3t 3⇒ = − +  

 

vaäy (1) coù ñuùng hai nghieäm x ,
4 4
π π⎡ ⎤∈ −⎢ ⎥⎣ ⎦

 

( ) ( ) 3d y 2m caét C y t 3t treân 0, 2⎡ ⎤⇔ = = − + ⎣ ⎦ taïi 2 ñieåm phaân bieät 

⇔ ≤ <2 2m 2  
2 m 1
2

⇔ ≤ <  

 
Baøi 122 : Cho phöông trình 

( ) ( )2 22cos2x sin x cos x sin xcos x m sin x cos x *+ + = +  

a/ Giaûi phöông trình khi m = 2 

b/ Tìm m ñeå phöông trình (*) coù ít nhaát moät nghieäm treân 0,
2
π⎡ ⎤

⎢ ⎥⎣ ⎦
 

Ta coù : ( ) ( ) ( ) (2 2* 2 cos x sin x sin x cos x sin x cos x m sin x cos x⇔ − + + = + )  

( )⇔ + = − + =cos x sin x 0 (1) hay 2 cos x sin x sin x cos x m (2)  



Ñaët t cos x sin x 2 cos x
4
π⎛= − = +⎜

⎝ ⎠
⎞
⎟      (ñieàu kieän t 2≤ ) 

Thì  2t 1 2sin x cos= − x
xTa coù : ( )  1 sin x cos⇔ = −

π
⇔ = − ⇔ = − + π ∈tgx 1 x k , k

4
 

Ta coù : (2) thaønh 
21 t2t m

2
−

+ =  

( )2t 4t 1 2m * *⇔ − + + =  

a/ Khi m = 2 thì (**)  thaønh 2t 4t 3 0− + =  
( )⇔ = ∨ =t 1 t 3 loaïi  

vaäy π π π⎛ ⎞+ = ⇔ + = ± + π ∈⎜ ⎟
⎝ ⎠

2cos x x k2 , k
4 2 4 4

 

π
⇔ = π ∨ = − + π ∈x k2 x k , k

2
 

Do ñoù : 

( ) π π
⇔ = − + π ∨ = π ∨ = − + π ∈* x k x k2 x k2 , k

4 2
 

b/ Ta coù π π π π⎡ ⎤ ⎡∈ ⇔ + ∈ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣

3x 0, x ,
2 4 4 ⎦4

 

vaäy 2 2cos x
2 4

π⎛ ⎞− ≤ + ≤⎜ ⎟
⎝ ⎠ 2

 

1 t 1⇒ − ≤ ≤  

Do nghieäm π π⎡ ⎤= − + π ∉ ∀ ∈⎢ ⎥⎣ ⎦
x k 0, , k

4 2
 

Neân yeâu caàu baøi toaùn ( )* *⇔ coù nghieäm treân [ ]1,1−  

Xeùt [ ]2y t 4t 1 thì y ' 2t 4 0 t 1,1= − + + = − + > ∀ ∈ −  

[ ]y taêng treân 1,1⇒ −  

Do ñoù : yeâu caàu baøi toaùn 
( ) ( )4 y 1 2m y 1 4

2 m 2
⇔ − = − ≤ ≤ =

⇔ − ≤ ≤
 

* Chuù yù 2 : Phöông trình löôïng giaùc daïng 
( ) ( )2 2a tgx cot gx b tg x cot g x 0± + + =  

ta ñaët  2 2 2t tgx cot gx thì t tg x cot g x 2= ± = + ±

khi ( )2t tgx cot gx thì t 2 do sin2x 1
sin2x

= + = ≥ ≤  

 
Baøi 123 : Giaûi phöông trình 

( )2 23tg x 4tgx 4cot gx 3cot g x 2 0 *+ + + + =  



Ñaët 2t tgx cot gx
sin2x

= + =  

Vôùi ñieàu kieän t 2≥  

Thì  2 2 2t tg x cot g x= + + 2
(*) thaønh : ( )23 t 2 4t 2 0− + + =  

23t 4t 4 0⇔ + − =  

( )2t loaïi do ñieàu kieän
3

t 2

⎡ =⎢⇔
⎢

= −⎣

 

Ta coù : 2t 2 2 sin2x
2sin x

= − ⇔ = − ⇔ = −1  

π
⇔ = − + π ∈

π
⇔ = − + π ∈

2x k2 , k
2

x k , k
4

 

Baøi 124 : Giaûi phöông trình 
( )2 3 2 3tgx tg x tg x cotgx cotg x cotg x 6 *+ + + + + =  

Ta coù (*) ( ) ( ) ( )⇔ + + + + + =2 2 3 3tgx cot gx tg x cot g x tg x cot g x 6  

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

2 2 2

2 2

tgx cot gx tgx cot gx 2 tgx cot gx tg x cot g x 1 6

tgx cot gx tgx cot gx tgx cot gx tgx cot gx 3 8

⇔ + + + − + + + − =

⎡ ⎤⇔ + + + + + + − =⎣ ⎦

 

Ñaët ( )2t tgx cot gx ñieàu kieän t 2
sin2x

= + = ≥  

Vaäy (*) thaønh :  ( )2 2t t t t 3 8+ + − =

( ) ( ) ( )

3 2

2
2

t t 2t 8 0
t 2

t 2 t 3t 4 0
t 3t 4 0 voâ nghieäm

t 2

⇔ + − − =

=⎡
⇔ − + + = ⇔ ⎢ + + =⎣
⇔ =

 

Vaäy 2 2 sin2x
sin 2x

= ⇔ = 1  

π
⇔ = + π ∈

π
⇔ = + π ∈

2x k2 , k
2

x k , k
4

 

 
Baøi 125 : Giaûi phöông trình 

( )+ + + + =2
2
2 2tg x 5tgx 5 cot gx 4 0 *

sin x
 

Caùch 1 : (*) ( ) ( )2 22 1 cot g x 2tg x 5 tgx cot gx 4 0⇔ + + + + + =  



( ) ( )

( ) ( )

⇔ + + + + =

⎡ ⎤⇔ + − + + +⎣ ⎦

2 2

2

2 tg x cot g x 5 tgx cot gx 6 0

2 tgx cot gx 2 5 tgx cot gx 6 0=
 

Ñaët = + = ≥
2t tgx cot gx , vôùi t 2

sin 2x
 

Ta ñöôïc phöông trình : 22t 5t 2 0+ + =  

( )⇔ = − ∨ = −
1t 2 t loaïi
2

 

Vaäy  ( )* ⇔
2 2 sin2x

sin2x
= − ⇔ = −1  

π
⇔ = − + π ∈

π
⇔ = − + π ∈

2x k2 , k
2

x k , k
4

 

Caùch 2 : Ñaët u = tgx (vôùi ñieàu kieän u 0≠ ) 

Vaäy (*) thaønh : 2
2
2 52 2u 5u 4
u u

+ + + + + = 0  

( ) ( )
( ) ( )

( )
( )

⇔ + + + + =

⇔ + + + + =

⇔ + + + =

⎡ = −
⇔ ⎢

+ + =⎢⎣

4 3 2

3 2

2 2

2

2 2u 5u 5u 6u 0

u 1 2u 3u 3u 2 0

u 1 2u u 2 0

u 1 nhaän

2u u 2 0 voâ nghieäm

 

Vaäy  (*) ⇔ tgx = -1 
π

⇔ = − + π ∈x k , k
4

 

 
Baøi 126 : Cho phöông trình 

( )2
2
1 cot g x m tgx cot gx 2 0 1

cos x
+ + + + = ( )  

a/ Giaûi phöông trình khi 5m
2

=  

b/ Tìm m ñeå phöông trình coù nghieäm 
Ta coù : (1) ( )2 2tg x cot g x m tgx cot gx 3 0⇔ + + + + =  

Ñaët ( )2t tgx cot gx ñieàu kieän t 2
sin2x

= + = ≥  

2 2 2t tg x cot g x⇒ = + + 2  
Vaäy (1) thaønh : ( )2t mt 1 0 2+ + =  

a/ Khi 5m
2

=  ta ñöôïc phöông trình 22t 5t 2 0+ + =  



( )1t 2 t loaïi
2

⇔ = − ∨ = −  

Do ñoù 2 2 sin2x
sin2x

1= − ⇔ = −  

π
⇔ = − + π ∈

π
⇔ = − + π ∈

2x k2 , k
2

x k , k
4

 

b/ Caùch 1 :  
Ta coù : (2)  2mt 1 t⇔ = − −

1m
t

⇔ = − − t (do t = 0 khoâng laø nghieäm cuûa (2)) 

Xeùt 1y t vôùi t
t

= − − ≥ 2  

Thì 
2

2 2
1 1y ' 1
t t

−
= − =

t  

Ta coù :  y ' 0 t 1= ⇔ = ±

 
Do ñoù (1) coù nghieäm ( ) ( ] [ )(d) caét C treân , 2 U 2,⇔ −∞ − +∞  

5 5m m
2 2
5m
2

⇔ ≤ − ∨ ≥

⇔ ≥
 

Caùch 2 : Yeâu caàu baøi toaùn 
( ) 2f t t mt 1⇔ = + + = 0 coù nghieäm t thoûa  t 2≥  

Nhaän xeùt raèng do P = 1 neân neáu f(t) coù hai nghieäm ( )1 2 1 2t , t vôùi t t≤ vaø coù 

nghieäm thì ta coù 
⎧ ≤ ⎧ ≥⎪ ⎪∨⎨ ⎨

≥ ≤⎪ ⎪⎩ ⎩

1 1

2 2

t 1 t 1
t 1 t 1

 

Do ñoù : 
Yeâu caàu baøi toaùn  ⇔ ≤ − < < ∨ − < < ≤1 1 1t 2 t 2 2 t 2 2t

( )
( )

( )
( )

− ≤ ≤⎧ ⎧ − + ≤ − + >⎧ ⎧⎪ ⎪⇔ ∨ ⇔ ∨⎨ ⎨ ⎨ ⎨+ > + ≤> − > ⎩ ⎩⎪ ⎪⎩ ⎩

⇔ ≥ ∨ ≤ −

1f 2 0 1f 2 0 2m 5 0 2m 5 0
2m 5 0 2m 5 01f 2 0 1f 2 0

5 5m m
2 2

 



BAØI TAÄP 
1.  Giaûi caùc phöông trình : 
 a/  3 31 cos x sin x sin x+ − =
 b/  3 2cos x cos x 2sin x 2 0+ + − =
 c/ ( ) ( )cos2x 5 2 2 cosx sin x cos x+ = − −  

 d/ co  t gx tgx sin x cos x− = +
 e/  3 3sin x cos x sin x cos x− = −
 f/ 1 t  gx sin x cos x+ = +

 g/ sin2x 2 sin x 1
4
π⎛ ⎞+ −⎜ ⎟

⎝ ⎠
=  

 k/ ( )sin2x 12 sin x cos x 12 0− − + =  

 l/ sin x cos x 1
sin2x 1

+
=

+
 

 m/ 
3

3
1 cos2x 1 cos x
1 cos2x 1 sin x
− −

=
+ −

 

 n/ ( ) ( )5 sin x cos x sin3x cos3x 2 2 2 sin2x+ + − = +  

 o/ 1  sin x cosx sin2x 2cos2x 0+ + + + =
 p/  2 2sin x cos x cos2x sin x cos x sin x cos x− + = +
 r/  ( ) (cos2x 5 2 2 cosx sin x cos x+ = − − )

= s/  2 3cos x sin x cos x 0+ +
 t/ 34sin x 1 3sin x 3 cos3x− = −  
2.  Cho phöông trình ( ) ( )sin2x sin x cos x m 1+ =  

 a/ Chöùng minh neáu m > 2  thì (1) voâ nghieäm 

 b/ Giaûi phöông trình khi m 2=  

3.  Cho phöông trình ( )sin2x 4 cosx sin x m+ − =  

 a/ Giaûi phöông trình khi m = 4 
 b/ Tìm m ñeå phöông trình coù nghieäm 
4.  Cho phöông trình : ( )sin xcos x m sin x cosx 1 0− + + =  

 a/ Giaûi phöông trình khi m 2=  
 b/ Tìm m ñeå phöông trình coù nghieäm           ( )ÑS : m 1≥  

5.  Cho phöông trình ( )2
2
3 3tg x m tgx cot gx 1

sin x
+ = + =  

 Tìm m ñeå phöông trình coù nghieäm           ( )ÑS : m 4≥  

 
Th.S Phạm Hồng Danh 

TT luyện thi ĐH CLC Vĩnh Viễn 


